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1 点 Cと点 Dを接点とする接線の交点を Pとすると，CP = DP = 1であり，
△CPDは二等辺三角形なので，∠PCD = ∠PDC · · · ①
直線 CPと直線 ADの交点を Qとする。このとき，∠CDQ = 90◦

よって，∠PDQ = ∠CDQ− ∠PDC = 90◦ − ∠PDC · · · ②
点 Aと点 Cを結ぶ。 ACは円 Oの直径となるので，AC ⊥ CQより，∠ACQ = 90◦

①より，∠PQD = 180◦ − ∠PCD− ∠CDQ = 180◦ − ∠PDC− 90◦ = 90◦ − ∠PDC · · · ③
②，③ より，∠PDQ = ∠PQD

よって，CP = DP = PQ = 1

方べきの定理から，AQ ·DQ = CQ2 なので，DQ=xとすると，(
x+

19

45

)
· x = 22 より，x =

9

5

よって，AQ = AD+DQ =
19

45
+

9

5
=

20

9

△ACQにおいて，点 O，Pは AC，CQの中点なので，中線連結定理より，OP =
10

9

△OCPにおいて，三平方の定理より，OC =
√
OP2 − CP2 =

√(
10

9

)2

− 1 =

√
19

9
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2

正四角錐 Aと正四角錐 B の底面の共通部分は図１の斜線部のようになり，x軸方向の長さが 10− t，y

軸方向の長さが 2tの長方形になる。

a = 10− t, b = 2tとする。Aと B の共通部分は a ≦ bのとき図２，a ≧ bのとき図３のような形をし
ており，各面は正四角錐 Aのいずれかの面に平行である。
a ≦ bのとき（すなわち 10

3
≦ t < 5のとき），この図形の高さは 1

2
aである。

図形を図４のように四角錐 2つと三角柱 1つに分割することで，体積は

V = 2×
(
1

3
× 1

2
a2 × 1

2
a

)
+

1

4
a2 × (b− a) =

1

12
(10− t)2(7t− 10) =

1

12
(7t3 − 150t2 +900t− 1000)

tで微分すると V ′ =
1

12
(21t2− 300t+900) =

1

4
(7t− 30)(t− 10)であるから，増減表より V は t =

30

7

で最大値 8000

147
をとる。
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x 10
3 · · · 30

7 · · · 5

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 8000

147 ↘

a ≧ bのとき（すなわち 0 < t ≦ 10

3
のとき），同様に考えれば体積は

V = 2×
(
1

3
× 1

2
b2 × 1

2
b

)
+

1

4
b2 × (a− b) = −5

3
t3 + 10t2

tで微分すると V ′ = −5t2 + 20t = −5t(t− 4)であるから，増減表より V は t =
10

3
で最大値 4000

81
を

とる。

x 0 · · · 10
3

f ′(t) +

f(t) ↗ 4000
81

8000

147
>

4000

81
より，最大値は 8000

147
（t =

30

7
のとき）

（参考）　 V は 0 < t < 5で連続であるから、t =
10

3
のとき V =

4000

81
であることを計算しなくても、

以下の増減表から 0 < t < 5での最大値は 8000

147
であると判断できる。

x 0 · · · 10
3 · · · 30

7 · · · 5

f ′(t) + + 0 −
f(t) ↗ ↗ 8000

147 ↘
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3 (1) σ(28) = 1 + 21 + 22 + · · ·+ 28 = 511 = 111111111(2) = 111(2) × 1001001(2)

(2) a = bk とおく (k は整数)。σ(pa−1) = 1 + p+ p2 + · · ·+ pa−1 を p進法で表すと
σ(pa−1)

= 111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
a 個

(p)

= 11 · · · 11︸ ︷︷ ︸
b 個

(p) × 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1 · · · · · · 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1(p)

= σ(pb−1)× 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1 · · · · · · 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
b − 1 個

1(p)

となるので示された (ただし 2つめの因数の「1」の個数は k 個)。
(3) σ(1) = 1は素数でないから, 以降は n ≧ 2で考える。n = pe11 pe22 . . . perr (ei ≧ 1は整数, pi は相異
なる素数, r ≧ 1)と表すとき,

σ(n) = σ(pe11 ) · · · · · σ(perr ) =
pe1+1
1 − 1

p1 − 1
· · · · · p

er+1
r − 1

pr − 1

となる。
各 σ(peii )は 2以上の整数だから, r ≧ 2だと 2以上の整数の積で書けてしまう。よって

σ(n)が素数
=⇒ r = 1

=⇒ n = peと書ける (pは素数, e ≧ 1は整数)

である。さらに (1)より, e+ 1が合成数だとすると σ(pe)は素数ではない。よって
σ(n)が素数 =⇒ n = pq−1と書ける (q は素数)

である。 さらに q = 2とすると, σ(p) = p+ 1が素数である pは p = 2のみ (p > 2だと p+ 1が
偶数で不適)。
上の考察より, 2桁の整数の中で pq−1 と表せるものを考え, それらが条件を満たしているかを調べ
ればよい。まずn = 2は適するから (p, q) = (2, 2) 以外を考える。このもとで pq−1 ≦ 100 を満た
す素数 p, q (q ≧ 3)の組は

(p, q) = (2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 3), (3, 5), (5, 3), (7, 3)

であり, それぞれ n = 4, 16, 64, 9, 81, 25, 49 および
σ(n) = 7, 31, 127, 13, 121, 31, 57

となるが, 121, 57以外は素数である。
よって求める nは

n = 2, 4, 16, 64, 9, 25

(4) (2)と同様に考え, n = pq−1, n+ 2k = rs−1, a = q−1
2 , b = s−1

2 とおき,

2k = (rb − pa)(rb + pa)

という式が得られる。偶奇を見ることで, p, r の偶奇は一致することがわかる。
p, r がともに奇素数のとき rb − pa, rb + pa はともに 2の正の整数乗である必要があり, どちらか一
方は 4の倍数, もう一方は 2となる。よって 2k は 8の倍数になる必要があり (よって k ≧ 3), 大小
から考えて

rb − pa = 2, rb + pa = 2k−1

なので, rb = 2k−2 + 1, pa = 2k−2 − 1である。k − 2 = lとおく。
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• k が偶数の場合: 正の整数 cによって k − 2 = 2cと表せる。このとき, pa = 22c − 1より

pa = (2c + 1)(2c − 1)

である。2c + 1と 2c − 1の最大公約数を g とすると, g は奇数でかつ (2c + 1)− (2c − 1) = 2

を割り切るので g = 1である。pは素数なので, 2c − 1 = 1, 2c + 1 = pa となる。ここから

c = 1, p = 3, a = 1

が得られ, n = p2a = 9, k = 2c+ 2 = 4 は確かに σ(9) = 13, σ(9 + 24) = 31 となるので条件
を満たしている。

• k が奇数の場合: まず, k = 3の場合は pa = 23−2 − 1 = 1なので不適である。以降は k ≧ 5で
考える。k− 2が奇数だから, rb = 2k−2 + 1 ≡ 0 (mod 3)である。よって r = 3でなければな
らない。k ≧ 5だから 2k−2 ≡ 0 (mod 4)である。よって

3b = 2k−2 + 1 =⇒ (−1)b ≡ 1 (mod 4)

を得るので, bは偶数である。b = 2b1 (b1 は正の整数)とおくと, 32b1 − 1 = 2k−2 より

(3b1 − 1)(3b1 + 1) = 2k−2

である。3b1 ± 1 はともに 2 のべき乗とならねばならないが, これらは連続する二つの偶数で
あることから, どちらか一方は 4の倍数ではない。よって 3b1 − 1 = 2が従い, b1 = 1を得る。
よって b = 2 (q = 5) であり, k = 5を得るが, n+ 2k = r2b = 81は σ(81) = 121が素数でな
いため不適である。

p = r = 2のとき n = 2q−1, n+ 2k = 2s−1 より,

2s−1 = 2q−1 + 2k

となる。q − 1 ̸= k だと, 右辺が 2 で割り切れる回数は高々 min {q − 1, k} < s − 1 なので不
適。よって q − 1 = k で, 2s−1 = 2q−1 + 2q−1 = 2q なので s − 1 = q を得る。s, q はともに素
数なので, 偶奇から s = 3, q = 2 となる。このとき n = 2q−1 = 2, k = q − 1 = 1 は確かに
σ(2) = 3, σ(n+ 2k) = 7で条件を満たす。
以上より, 求める (n, k)は

(n, k) = (2, 1), (9, 4)

(5) 解答例
σ(n)が素数であるような nの集合を S とおく。このとき, 以下が成り立つ.� �

1以上 n以下の整数で S に属すものの個数を f(n)とおくとき,
log log n

n
f(n)は有界である。

つまり, ある定数 C が存在して, すべての nで

log log n

n
f(n) < C

が成り立つ。� �
素数 pを固定するとき, k ∈ S であるためには k = pq−1 (q は素数) と書けることが必要であった。
よって,

pq−1 ≦ n =⇒ q ≦ 1 +
log n

log p
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なので, rp,n = 1 + logn
log p とおくとき, q は高々 π(rp,n)通りである (π(x)は x以下の素数の個数)。

よって

f(n) ≦
∑
p≦n

π(rp,n) ≦ π(n)π(r2,n)

=⇒ log n

n

log r2,n
r2,n

f(n) ≦ π(n)
log n

n
π(r2,n)

log r2,n
r2,n

よって C1 log n ≦ r2,n ≦ C2 log nとなる定数 C1, C2 > 0があるので, 左辺を評価して

log n

n
· log (C1 log n)

C2 log n
f(n)

≦ log n

n
· log r2,n

r2,n
f(n)

である。 素数定理より log log n

n
f(n)が有界であることが従う。

素数定理� �
lim
x→∞

π(x)
log x

x
= 1� �
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5 以下，電車から降りることと，降りた後に新たに到着した電車に乗らないことを「電車を逃す」と呼ぶ。
Aさんがちょうど k回だけ電車を逃すとき，180分間のうちの 12k分間を電車に乗らず過ごすことにな
る。よって，Aさんが回る駅の数は 60− 4k 個である。従って，Aさんがちょうど k 回だけ電車を逃す
確率は,(

1

2

)k (
1

2

)60−4k

60−4kHk =
59−3kCk

260−3k

である。ここで，Aさんが午後 3時の時点で B駅にいるのは k = 0, 5, 10の場合であり，これらは互
いに排反な事象だから，求める確率は 1

260
+

44C5

245
+

29C10

230
である。これが 1

57
より大きく， 1

50
より

小さいことを示す。まず，これが 1

57
より大きいことは,

1

260
+

44C5

245
+

29C10

230
>

29C10

230
=

(3 · 11) · (5 · 13) · (7 · 23 · 29)
229

>
25 · 26 · (29 · 32)

229
=

9

512
>

1

57

より従う。次に，これが 1

50
より小さいことは，第 1項と第 2項について,

1

260
+

44C5

245
<

44C5

244
=

7 · 11 · 25 · 41 · 43
229

· 1

211 · 50

<
23 · 24 · 25 · 26 · 26

229
· 1

211 · 50
<

47

211 · 50

であり，一方，第 3項について，

29C10

230
=

29!

230 · 10! · 19!
=

53 · (7 · 11 · 13) · (3 · 23 · 29)
228

· 1

50

<
27 · 210 · 2001

228
· 1

50
=

2001

211
· 1

50

であることより，これら 2つの不等式の最左辺と最右辺を足し合わせれば従う。
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