
 

 

2021 年 2 月の問題 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

先月の解答・解説 

 

n×n マスの部屋に、１×２または２×１の⾧方形を配置します。 

n=4 のとき、図１のように配置すると１×１の空きマスが４つできます。 

n=5 のとき、図２のように配置すると１×１の空きマスが７つできます。 

 

 

(1) 空きマスができるだけ多くなるように配置するとき、６×６ではいくつの空きマスができますか。 

(2) ７×７ではどうですか。 

 
図１ 図２



解説 

 いろいろと手の動く問題だったと思います。 

  

 はじめに結論を言うと、６×６では 12 個、７×７では 15 個の空きマスができます。例えば以下のような並

べ方があります。 

 

    
 

いろいろと試してみると、どうやら「空きマスの最大数は、全体の 3 分の１程度になる」ということがわか

ってきます。ｎ×ｎの場合を、表にしてみましょう。 

 

１辺の⾧さ 1 2 3 4 5 6 7 𝑛 

面積 1 4 9 16 25 36 49 𝑛ଶ 

空きマスの最大数 

（予想） 
0 0 3 4 7 12 15  

 

最大数については、まだ最大であるという証明をしていないので

「予想」としておきました。（実際最大なのですが） 

 ௡మ

ଷ
であることをもう少しわかりやすくするために、詳しく見ていきましょう。 

 

１辺の⾧さ(𝑛) 1 2 3 4 5 6 7 

面積(𝑛ଶ) 1 4 9 16 25 36 49 

𝑛ଶ/3 0.3 1.3 3 5.3 8.3 12 16.3 

空きマスの数 H の最大値 

（予想） 
1 0 3 4 7 12 15 

⾧方形の数 D の最小値 

（予想） 
0 2 3 6 9 12 17 

2D+H の値 1 4 9 16 25 36 49 

 

 

 

௡మ

ଷ
くらい？ 



以降は穴の数を H，⾧方形の数を D とします。 

 

面積の合計が𝑛ଶになるので、2𝐷 + 𝐻 = 𝑛ଶです。

したがって穴の数𝐻と𝑛の偶奇は一致します。この

ことを念頭に置いて観察すると、 

 

 

 

n ≧ 2のとき、  

（性質１）𝐻と𝑛の偶奇は一致 

（性質２）𝐻 ≦
௡మ

ଷ
 

 

であることが予想できます。この予想が正しければ、n=2,3,4,5,6,7 のとき H は 0,3,4,7,12,15 を超えることは

できず、(1)(2)の答え 

穴の数は６×６で 12 個、７×７で 15 個が最大 

が得られました12。 

 

 

 

さて、では答えを完璧なものにするため，性質２を証明してみましょう。（ここから先はかなり複雑なので読

み飛ばして良いです。）2𝐷 + 𝐻 = 𝑛ଶですから、𝐻 ≦ 𝐷であることが証明できれば 

 

3𝐻 ≦ 2𝐷 + 𝐻 = 𝑛ଶ 
 

となり、性質２が言えます。したがって以降は 

 

（性質２’） 𝐻 ≦ 𝐷 

 

を示すことになります3。 

  

 
1 当然ですが、実際に 12 個や 15 個になる敷き詰め方があることを示さなければいけません。 
2 他の𝑛についても、「性質１と性質２を満たす中で最大の数」が答えになるような気がしますが、これは誤りで、十分に大きい𝑛

に対しては𝑛が 3 の倍数でないとき𝐻 <
௡మ

ଷ
−

ଶ௡

ଵଵଵ
であることが証明されています。（参考文献[1]） 

3 性質２と性質２’は同値です。 

１辺の⾧さ(𝑛) 1 2 3 4 5 6 7 

𝑛ଶ/3 0.3 1.3 3 5.3 8.3 12 16.3 

H の最大値 

（予想） 
1 0 3 4 7 12 15 



以下の証明方法は、参考文献[1]によるものです。右の具体例を見ながら説明します。 

 

 敷き詰められた⾧方形は、下に書いた図の２通りの方法で３つに分類できます。 

このとき、ቐ
𝐷 = 𝐷௧௢௣ +𝑊௧௢௣ +𝐷ᇱ …①

𝐷 = 𝐷௕௢௧ +𝑊௕௢௧ + 𝐷ᇱᇱ …②
 が成り立ちます。 

 

また、敷き詰めたときの穴も右のように 

２通りに分解できます。 

このとき、ቐ
𝐻 = 𝐻௧௢௣ +𝐻ᇱ …③

𝐻 = 𝐻௕௢௧ +𝐻ᇱᇱ …④
 が成り立ちます。 

 

さらに観察すると ቐ
𝐷ᇱ = 𝐻ᇱᇱ …⑤

𝐷ᇱᇱ = 𝐻ᇱ …⑥
 であることが 

わかります。ここから𝐷と𝐻の関係を見ましょう。 

 

 

 

 

Dtop     ⾧方形の上辺が
枠の上辺に接する

Wtop     ⾧方形の上辺すべてが
他の⾧方形に接する

D' DtopでもWtopでもない
(上辺に穴がある)

Dbot     ⾧方形の下辺が
枠の上辺に接する

Wbot     ⾧方形の下辺すべてが
他の⾧方形に接する

D'' DbotでもWbotでもない
(下辺に穴がある)

分

類

①

分

類

②

Htop    枠の上辺の穴 H' Htopでない穴

Hbot    枠の下辺の穴 H'' Htopでない穴

分

類

①

分

類

②



⑤⑥から 𝐷ᇱ +𝐷ᇱᇱ −𝐻ᇱ −𝐻ᇱᇱ = 0 なので、①②③④をすべて組み合わせて 

 

𝐷 + 𝐷 −𝐻 −𝐻 = ൫𝐷௧௢௣ +𝑊௧௢௣ + 𝐷ᇱ൯ + (𝐷௕௢௧ +𝑊௕௢௧ +𝐷ᇱᇱ) − ൫𝐻௧௢௣ +𝐻ᇱ൯ − (𝐻௕௢௧ +𝐻ᇱᇱ)

= 𝑊௧௢௣ +𝑊௕௢௧ − ൫𝐻௧௢௣ − 𝐷௧௢௣൯ − (𝐻௕௢௧ − 𝐷௕௢௧)  …⑦ 

 

 ここで 𝐻௧௢௣ − 𝐷௧௢௣ に注目します。𝐻௧௢௣は枠の上辺にある穴の数、𝐷௧௢௣は枠の上辺にある⾧方形の数なので、 

𝐻௧௢௣ ≦ 𝐷௧௢௣ + 1 

が成立します。穴が２つ以上連続しないので、（上辺に穴と⾧方形が交互に来たとしても）穴の数は「⾧方形の

数＋１」を超えられません。 

 同様に 𝐻௕௢௧ ≦ 𝐷௕௢௧ + 1 も成り立つので、⑦から 

𝐷 + 𝐷 − 𝐻 −𝐻 ≧ 𝑊௧௢௣ +𝑊௕௢௧ − 1 − 1 

𝐷 − 𝐻 ≧
𝑊௧௢௣ +𝑊௕௢௧

2
− 1  …⑧ 

が成り立ちます。(等号成立は𝐻௧௢௣ = 𝐷௧௢௣ + 1かつ𝐻௕௢௧ = 𝐷௕௢௧ + 1のとき) 

 

 以降は、背理法を使います。𝐷 < 𝐻 であると仮定すると、𝐷と𝐻は整数なので⑧から𝐷 − 𝐻 = −1です。 

n が 3 の倍数のとき、2𝐷 +𝐻 = 𝑛ଶと𝐷 − 𝐻 = −1から3𝐷 = 𝑛ଶ − 1となりますが、左辺が 3 の倍数であるのに

対して右辺は 3 の倍数ではないので矛盾です。よって n が 3 の倍数でないときを考えます。 

 

n が 3 の倍数ではないとき、⑧と 𝐷 − 𝐻 = −1 から𝑊௧௢௣ = 𝑊௕௢௧ = 0 が必要になります。さらに⑧の等号が

成立しているので、等号成立の条件から𝐻௧௢௣ = 𝐷௧௢௣ + 1かつ𝐻௕௢௧ = 𝐷௕௢ + 1です。 

また、先ほどの話（式①～⑧）は枠の上辺と下辺を用いて上下の位置関係で議論しましたが、これを左右の

位置関係に取り替えても全く同じです。したがって先ほどと同じように𝐷௟௘௙௧, 𝐷௥௜௚௛௧, 𝑊௟௘௙௧, 𝑊௥௜௚௛௧, 𝐻௟௘௙௧, 

𝐻௥௜௚௛௧を定義したら，𝐷 < 𝐻のとき 

𝑊௧௢௣ = 𝑊௕௢௧ = 𝑊௟௘௙௧ = 𝑊௥௜௚௛௧ = 0 …⑨ 

⎩
⎨

⎧
𝐻௧௢௣ = 𝐷௧௢௣ + 1

𝐻௕௢௧ = 𝐷௕௢௧ + 1
𝐻௟௘௙௧ = 𝐷௟௘௙௧ + 1

𝐻௥௜௚௛௧ = 𝐷௥௜௚௛௧ + 1

 …⑩ 

が成り立つはずです。⑨は、 

 

「全ての⾧方形のすべての辺が、枠の外部または穴に接する」  

…(A) 

ことを意味しています。 

 

 

たとえばこの⾧方形は、右の辺と下の辺が穴にも

外枠にも接していないのでW୰୧୥୦୲ ≠ 0, Wୠ୭୲ ≠ 0

だから⑨が満たされない。 

このような⾧方形が１つも存在しないことが、⑨

およびD < Hの必要条件である。 



さらに⑩は 

「外枠のすべての辺は、⾧方形と穴が交互に現れる」 …(B) 

「外枠の四隅はいずれも穴」 …(C) 

を意味します。 

最後の証明のパーツは、 (A)(B)(C)が満たされるなら枠の上辺には横向きの⾧方形のみが並ぶことです。 

枠の上辺に縦向きの⾧方形があると仮定すると、(B)(C)からその⾧方形は左右を上辺の穴に挟まれているは

ずです（上図の(a)）。すると(A)を満たしながら⾧方形を敷き詰めるためには、上図の(b)→(c)→(d)→…と縦向

きの⾧方形をならべていくしかありません。 

並べていくうちに枠の下辺にぶつかりますが、ちょうど下辺にぶつかるためには n が 3 の倍数である必要が

あり、矛盾します。 

よって、枠の上辺の⾧方形はすべて横向きであることが言えました。これは上辺以外にも、左、右、下の辺

についても全く同じです。つまり「外枠の⾧方形は、枠と同じ向き」…(D) であることが証明できました。 

 

最後です。(B)(C)(D)がすべて成り立つためには枠の周囲が右図のよう

になるはずですが、n が 3 で割って２余る数のときこれは不可能です。 

 n が 3 で割って１余る数のときは、外周を埋めることはできても内部に

新しい正方形ができてしまいます。外周には⾧方形と穴が同じ個数あるの

で、この新しい正方形を敷き詰めて𝐷 < 𝐻を達成しなければならず、これ

は（新しい正方形の一辺の⾧さを３で割ると 2 余るので）不可能です。 

 

 以上から背理法によりH ≦ Dで、(1)(2)の空きマスの数が「12 個」と

「15 個」であることがようやく証明できました。 

 

 厳密に証明しようとするととても複雑な問題でしたが、最大数が ୬
మ

ଷ
 くらいであることを突き止めることがで

きれば満点扱いでよいと思います。考えてくれた方、お疲れ様でした。 
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(a) (b) (c) (d) 穴

穴

この内側のスペースは正方形で、 

一辺の⾧さを３で割ると 2 余る 


